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Le calcul du nombre pi
Andre´ Joyal
Re´sume´
La valeur du nombre pi intrigua les mathe´mati-
Le dolmen de
Poulnabrone
ciens depuis l’antiquite´. Dans son ouvrage sur laMe-
sure du cercle Archime`de (287-212 avant JC) e´tablit
les ine´galite´s suivantes
3 +
10
71
< pi < 3 +
1
7
.
Sa me´thode consiste a` comparer la circonfe´rence d’un
cercle a` celle de deux polygones re´guliers de 96 coˆte´s, l’un e´tant inscrit et
l’autre circonscrit au cercle.
Au 3e sie`cle, le mathe´maticien chinois Liu Hui utilise une me´thode sem-
blable a` celle d’Archime`de mais avec des polygones de 192 coˆte´s. Au 5e sie`cle,
Tsu Chung-Chih et son fils obtiennent la valeur approche´e
pi ' 355
113
correcte a` 6 de´cimales. La pre´cision du re´sultat restera insurpasse´e durant
pre`s d’un mille´naire.
Au 15e sie`cle, Al-Kashi, un astronome de Samarkand au Turkestan, cal-
cule pi avec 14 de´cimales exactes en utilisant des polygones de 3× 228 coˆte´s,
pre`s d’un milliard de coˆte´s.
2 Le calcul du nombre pi
En 1593, Franc¸ois Vie`te donne la premie`re expression exacte du nombre
pi sous forme d’un produit infini :
pi = 2× 2√
2
× 2√
2 +
√
2
× 2√
2 +
√
2 +
√
2
× 2√
2 +
√
2 +
√
2 +
√
2
× · · · .
En 1665, John Wallis obtient le produit
pi
2
=
(
2 · 2
1 · 3
)(
4 · 4
3 · 5
)(
6 · 6
5 · 7
)
· · · .
En 1674 Gottfried Wilhelm Leibniz de´couvre la se´rie
pi
4
= 1− 1
3
+
1
5
− 1
7
+
1
9
− 1
11
+ · · · .
En 1676, Isaac Newton obtient la se´rie
pi
6
=
1
2
+
1
2
· 1
3 · 23 +
1 · 3
2 · 4 ·
1
5 · 25 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 ·
1
7 · 27 + · · ·
En 1706, John Machin de´couvre la relation
pi
4
= 4 · tan−1
(
1
5
)
− tan−1
(
1
239
)
,
ce qui lui permet de calculer 100 de´cimales de pi.
En 1736, Leonard Euler de´couvre l’identite´
pi2
6
= 1 +
1
22
+
1
32
+
1
42
+
1
52
+ · · · .
En 1995, Simon Plouffe de´couvre la formule :
pi =
∞∑
n=0
1
16n
 4
8n+ 1
− 2
8n+ 4
− 1
8n+ 5
− 1
8n+ 6

Elle permet de calculer individuellement des bits du de´veloppement binaire
de pi.
On doit a` William Jones (1675-1749) l’introduction du symbole pi (= pe´-
riphe´rie = pe´rime`tre) pour de´signer le rapport entre le pe´rime`tre d’un cercle
et son diame`tre. Euler en re´pandit l’usage en l’adoptant dans son traite´ In-
troductio in anlysin infinitorum (Lausanne 1748).
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1 Archime`de
Plus de deux mille´naires nous se´parent d’Archime`de. Il ignorait la trigo-
nome´trie qui sera invente´ au deuxie`me sie`cle par Ptole´me´ et l’alge`bre qui sera
invente´e beaucoup plus tard par les musulmans. La me´thode qu’il invente
pour calculer le nombre pi est de nature ge´ome´trique. Suivant Archime`de,
nous allons comparer le pe´rime`tre d’un polygone re´gulier de n coˆte´s avec
ceux des cercles inscrit et circonscrit (Archime`de compare plutoˆt le pe´rime`tre
d’un cercle a` ceux des polygones inscrit et circonscrit, mais c’est e´quivalent).
Nous avons l’immense avantage de pouvoir utiliser les notations alge´briques
modernes. De´signons par L la longueur des coˆte´s du polygone. Le pe´rime`tre
du polygone est e´gal a` nL. Chaque coˆte´ du polygone est la base d’un triangle
isoce`le dont le sommet est situe´ au centre du cercle. L’angle au sommet du
triangle vaut 2pi/n. Sa hauteur est e´gale au rayon r du cercle inscrit. Les deux
coˆte´s e´gaux du triangle ont une longueur e´gale au rayon R du cercle circons-
crit. On en tire que sin(pi/n) = L/2R et que cos(pi/n) = r/R. Par suite,
la longueur nL de la circonfe´rence du polygone vaut 2Rn sin(pi/n). Comme
cette longueur est supe´rieure a` celle de la circonfe´rence du cercle inscrit et
infe´rieure a` celle du cercle circonscrit on obtient les ine´galite´s
2pir < 2Rn sin(pi/n) < 2piR.
On en tire que
n sin(pi/n) < pi < n tan(pi/n).
Posons pn = n sin(pi/n) et Pn = n tan(pi/n). On
Archime`de
ve´rifie que pn (resp. Pn) est la longueur de la cir-
confe´rence du polygone re´gulier inscrit (resp. cir-
conscrit) dans un cercle de diame`tre 1. L’ide´e d’Ar-
chime`de est d’exprimer les quantite´s p2n et P2n en
fonction des quantite´s pn et Pn. Il montre que l’on a
1
P2n
=
1
2
(
1
pn
+
1
Pn
)
et p2n =
√
pnP2n.
Si on part d’un hexagone, pour lequel p6 = 3 et P6 =
2
√
3, on peut doubler successivement le nombre de
coˆte´s et obtenir le pe´rime`tre des polygones de 12,
24, 48 et 96 coˆte´s. La pre´cision obtenue sur la valeur de pi augmente avec le
nombre de coˆte´s.
p6 < p12 < p24 < p48 < p96 < pi < P96 < P48 < P24 < P12 < P6.
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Trigonometria esfe`rica i hiperbo`lica
Joan Girbau
L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
4 Le calcul du nombre pi
Pour obtenir les formules d’Archime`de il suffit d’utiliser les identite´s ei2θ =
(eiθ)2 et cos2 θ + sin2 θ = 1. En effet, elles donnent
cos(2θ) = cos2 θ − sin2 θ = 2 cos2 θ − 1 et sin(2θ) = 2 cos θ sin θ.
Par suite
sin(2θ)
1 + cos(2θ)
= tan θ
ce qui donne
1
tan θ
=
1
sin(2θ)
+
1
tan(2θ)
.
Si on met θ = pi/(2n) dans cette relation et si l’on divise par 2n on obtient
la premie`re formule :
1
P2n
=
1
2n tan( pi
2n
)
=
1
2
(
1
n sin(pi
n
)
+
1
n tan(pi
n
)
)
=
1
2
(
1
pn
+
1
Pn
)
.
Pour obtenir le seconde formule, il suffit de multiplier l’identite´ sin(2θ) =
2 cos θ sin θ par tan θ. On obtient
2 sin2 θ = sin 2θ · tan θ.
Si on met θ = pi/(2n) dans cette relation et si l’on multiplie par 2n2 on
obtient
(p2n)
2 = 4n2 sin2
(
pi
2n
)
= n sin
(
pi
n
)
· 2n tan
(
pi
2n
)
= pnP2n.
Cela montre que
p2n =
√
pnP2n.
Utilisons ces formules pour calculer p12 et P12. Comme on a p6 = 3 et P6 =
2
√
3 on obtient que
1
P12
=
1
2
(
1
3
+
1
2
√
3
)
=
2 +
√
3
12
et p12 =
√
3P12.
Cela donne
p12 = 3.105828543 · · · < pi < P12 = 3.21539030 . . .
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Mais Archime`de ne connaˆıt pas les fractions de´cimales qui furent invente´es au
16e sie`cle par Simon Stevin. Pour calculer, il utilise des fractions rationnelles.
Pour borner pi supe´rieurement il remplace certaines quantite´s irrationnelles
rencontre´es en cours de calcul par des fractions rationnelles plus grandes
mais proches. Cela donne des nombres plus grands gi > pi et Gi > Pi. Il
obtient que G96 = 22/7. Pour borner pi infe´rieurement il applique la meˆme
proce´dure mais avec des fractions rationnelles plus petites. Cela donne des
nombres plus petits li < pi et Li < Pi. Il obtient que l96 = 223/71. Cela
donne l’encadrement
3 +
10
71
< pi < 3 +
1
7
.
Certaines des approximations rationnelles utilise´es par Archime`de sont re-
marquables. Par exemple, pour approximer
√
3, il utilise l’encadrement
265
153
<
√
3 <
1351
780
.
L’erreur est infe´rieure a` 10−4 :
1351
780
− 265
153
=
3
780 · 153 =
1
39780
.
Comment Archime`de a-t-il trouve´ ces fractions ? La question a fait l’objet
de beaucoup de spe´culations chez les historiens des mathe´matiques. Cer-
tains pensent que les connaissances arithme´tiques d’Archime`de e´taient tre`s
en avance sur son e´poque.
La valeur approche´e pi ' 22/7 obtenue par Archime`de e´tait bien meilleure
que celles que l’on pouvait trouver a` son e´poque. Elle se re´pandit rapidement
dans le monde antique, de l’Egypte a` l’Inde jusqu’en Chine. C’est la valeur
que mes maˆıtres d’e´cole m’ont enseigne´es.
La me´thode d’Archime`de fournit un algorithme pour calculer pi a` un degre´
de pre´cision aussi e´leve´ que l’on veut. L’erreur commise est supe´rieure a` la
diffe´rence Pn−pn. On peut e´valuer cette diffe´rence en calculant les quantite´s
pn = n sin(pi/n) et Pn = n tan(pi/n) directement avec un ordinateur. On
trouve que
P96 − p96 = 0.001682648 . . .
P192 − p192 = 0.000420578 . . .
P384 − p384 = 0.000105139 . . .
P768 − p768 = 0.000026284 . . .
On voit qu’il faudrait utiliser des polygones de plus de 384 coˆte´s pour obtenir
une valeur approche´e de pi exacte a` quatre de´cimales. Ces donne´es montrent
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
6 Le calcul du nombre pi
aussi que la diffe´rence Pn − pn est divise´e par 4 environ si n est double´. On
peut confirmer ces observations the´oriquement. En effet, comme on a
sin x = x− x
3
3!
+
x5
5!
− · · · et tanx = x+ 2 · x
3
3!
+ 16 · x
5
5!
+ · · ·
on obtient que
Pn − pn = n tan(pi/n)− n sin(pi/n) = 1
n2
(
pi3
2
+
1
n2
pi5
8
+ · · ·
)
.
On voit que Pn − pn est divise´ par 4 environ si n est double´. On peut
essayer d’ame´liorer la pre´cision de l’approximation de pi en prenant une
moyenne ponde´re´e entre les quantite´s pn et Pn. Pour cela, il faut prendre
un ponde´ration de (2/3, 1/3). En effet, cette ponde´ration permet de faire
disparaˆıtre le terme en x3 :
(2/3) sin x+ (1/3) tan x = x+
x5
20
+ · · ·
Si n = 96 on a p96 = 3.141031953 . . . , P96 = 3.142714601 . . . . On obtient
(2/3)p96 + (1/3)P96 = 3.141592836 . . . ,
alors que pi = 3.141592654 . . . Bien suˆr, Archime`de ne pouvait connaˆıtre
cette ponde´ration.
Les techniques de calcul ont fait des progre`s immenses avec l’invention du
syste`me de´cimal. De´ja` au 2e sie`cle, l’astronome Claude Ptole´me´e utilisait un
syste`me de nume´ration sexage´simal. En construisant des polygones re´guliers
de 20 et 24 coˆte´s, il calcula le coˆte´ d’un polygone re´gulier de 120 coˆte´s.
Il publia des tables de trigonome´trie avec la valeur de sin(1◦) avec quatre
de´cimales exactes. Il obtint la valeur approche´e
pi ' 3 + 8
60
+
30
602
= 3.1416 . . .
Au 15e sie`cle, Al-Kashi, un astronome de Samarkand (Turkestan), calcula pi
avec 14 de´cimales exactes en utilisant des polygones de 3×228 coˆte´s. Il obtint
que
pi ' 3 + 08
60
+
29
602
+
44
603
+
00
604
+
47
605
+
25
606
+
53
607
+
07
608
+
25
609
.
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Au 16e sie`cle, un Hollandais, Adrian van Romanus, utilisa le syste`me de´cimal
pour calculer pi avec une pre´cision de 15 de´cimales. Il fut surpasse´ quelques
anne´es plus tard par un autre Hollandais d’origine Allemande, Ludolph van
Ceulen (1539-1610). Dans un premier temps, Ceulen calcula pi avec une
pre´cision de 20 de´cimales en utilisant des polygone de 233 · 60 > 500 mil-
liards de coˆte´s. Plus tard, dans des notes non publie´es de son vivant, il cal-
cula pi avec une pre´cision de 35 de´cimales avec des polygones de 262 coˆte´s.
Il les fit inscrire sur son e´pitaphe, croyant s’assurer une gloire e´ternelle. En
Allemagne, on dit encore que pi est le nombre de Ludolph.
2 Franc¸ois Vie`te
On doit a` Franc¸ois Vie`te (1540-1603) la premie`re
F. Vie`te
expression exacte du nombre pi. La me´thode de Vie`te
ressemble a` celle d’Archime`de sauf qu’il parvient a`
exprimer pi sous la forme d’un produit infini. La lon-
gueur de la circonfe´rence d’un polygone re´gulier de
n coˆte´s inscrit dans un cercle de rayon 1 est donne´e
par
Cn = 2n · sin
(
pi
n
)
.
Si on utilise la relation sin(2θ) = 2 cos θ sin θ, on voit
que
Cn
C2n
=
2n · sin(pi
n
)
4n · sin( pi
2n
)
= cos
(
pi
2n
)
.
On en de´duit que
Cn
C2kn
= cos
(
pi
2n
)
cos
(
pi
4n
)
cos
(
pi
8n
)
· · · cos
(
pi
2kn
)
.
La circonfe´rence d’un polygone re´gulier tend vers la circonfe´rence du cercle
lorsque le nombre de coˆte´s s’accroˆıt inde´finiment. Un passage a` la limite
lorsque k →∞ donne
Cn
2pi
= cos
(
pi
2n
)
cos
(
pi
4n
)
cos
(
pi
8n
)
cos
(
pi
16n
)
· · · .
En posant n = 2 on obtient que
2
pi
= cos
(
pi
4
)
cos
(
pi
8
)
cos
(
pi
16
)
cos
(
pi
32
)
· · ·
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
8 Le calcul du nombre pi
Posons cn = cos(
pi
n
). Pour obtenir la formule de Vie`te il suffit d’exprimer c2n
en fonction de cn. L’identite´ cos(2θ) = 2 cos
2(θ)− 1 entraˆıne que
c2n =
√
1 + cn
2
.
Comme c4 =
√
2
2
on obtient successivement que
c8 =
√
2 +
√
2
2
c16 =
√
2 +
√
2 +
√
2
2
c32 =
√
2 +
√
2 +
√
2 +
√
2
2
· · ·
Par suite,
2
pi
=
√
2
2

√
2 +
√
2
2


√
2 +
√
2 +
√
2
2


√
2 +
√
2 +
√
2 +
√
2
2
 · · · .
Malgre´ son e´le´gance, la formule de Vie`te ne permet pas de calculer pi d’une
fac¸on vraiment plus efficace que l’algorithme d’Archime`de.
3 John Wallis
Apre`s Vie`te, il faut attendre le de´veloppement du calcul diffe´rentiel et
inte´gral pour assister a` de nouveaux progre`s dans le calcul du nombre pi.
La me´thode suivie par John Wallis (1616-1703) pour obtenir sa formule est
obscure mais originale. Dans son Arithme´tica Infinitorum de 1665 il obtient
la valeur des inte´grales ∫ 1
0
xp/q dx =
1
p
q
+ 1
=
q
p+ q
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Il se propose de calculer pi en calculant l’aire d’un quart de cercle de rayon
1 au moyen de l’inte´grale
pi
4
=
∫ 1
0
√
1− x2 dx.
Pour y arriver il commence par calculer les inte´grales
I(p, q) =
∫ 1
0
(1− x1/p)q dx.
pour p et q des entier positifs. Il dresse alors un tableau de A(p, q) = I(p, q)−1
pour tous les entiers p, q ≤ 10.
q = 0 q = 1 q = 2 q = 3 q = 4 q = 5 q = 6 q = 7 q = 8 q = 9 q = 10
p = 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
p = 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
p = 2 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66
p = 3 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286
p = 4 1 5 15 35 70 126 210 330 495 715 1001
p = 5 1 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002 3003
p = 6 1 7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005 8008
p = 7 1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440 19448
p = 8 1 9 45 165 495 1287 3003 6435 12870 24310 43758
p = 9 1 10 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620 92378
p = 10 1 11 66 286 1001 3003 8008 19448 43758 92378 184756
Wallis reconnaˆıt le triangle de Pascal avec
J. Wallis
A(p, q) =
(p+ q)!
p!q!
.
Il observe aussi la syme´trie A(p, q) = A(q, p) et les
relations A(p, q) =
p+ q
q
A(p, q − 1) et A(p, q) =
p+ q
p
A(p− 1, q).
Wallis fait alors l’hypothe`se que ces relations sont
vraies meˆme pour des valeurs fractionnaires de p et
q. Par exemple, posons bn = A(1/2, n/2). On a b2 = 3/2. On obtient alors
que
b2n = A
(
1
2
, n
)
=
n+ 1
2
n
A
(
1
2
, n− 1
2
)
=
2n+ 1
2n
b2n−2 =
(2n+ 1) · · · 5 · 3
(2n) · · · 4 · 2 .
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
10 Le calcul du nombre pi
De meˆme,
b2n+1 =
2n+ 2
2n+ 1
b2n−1 =
(2n+ 2) · · · 4 · 2
(2n+ 1) · · · 5 · 3 · b1.
Wallis observe que la suite b1, b2, . . . est croissante car la suite
1
bn
=
∫ 1
0
(1− x2)n/2 dx.
est de´croissante. Les ine´galite´s b2n−2 < b2n−1 < b2n, impliquent que l’on a
3
2
· 5
4
· · · 2n− 1
2n− 2 < b1 ·
4
3
· · · 2n
2n− 1 · <
3
2
· 5
4
· · · 2n+ 1
2n
.
On sait que b1 = A(
1
2
, 1
2
) =
4
pi
. On obtient par suite que
2 · 2
1 · 3 ·
4 · 4
3 · 5 · · ·
2n · 2n
(2n− 1)(2n+ 1) <
pi
2
<
2 · 2
1 · 3 ·
4 · 4
3 · 5 · · ·
2n · 2n
(2n− 1)(2n+ 1) ·
(
1 +
1
2n
)
.
Ce qui prouve que
pi
2
=
(
2 · 2
1 · 3
)(
4 · 4
3 · 5
)(
6 · 6
5 · 7
)
· · · .
Les calculs de Wallis ont grandement inspire´s Newton dans sa de´couverte
de la formule du binoˆme. Ils ont donne´ naissance a` la the´orie de l’interpolation
dont Wallis est l’initiateur. Ils ont inspire´ Euler dans sa de´couverte de la
fonction Γ(x).
4 Leibniz
En 1671, James Gregory (1638-1675) de´couvre le de´veloppement de Tay-
lor de la fonction arctangente :
arctan(x) = 1− x
3
3
+
x5
5
− x
7
7
+
x9
9
− · · · .
Leibniz (1646-1716) la de´couvrira inde´pendamment quelques anne´es plus tard
en 1674. On ignore comment Gregory fit sa de´couverte. On sait toutefois que
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Leibniz utilisa le calcul diffe´rentiel et inte´gral. Il a l’ide´e de substituer x = 1
dans le de´veloppement. Il obtient la se´rie de Leibniz :
pi
4
= arctan(1) = 1− 1
3
+
1
5
− 1
7
+
1
9
− 1
11
+ · · · .
La simplicite´ de cette formule pour pi est e´tonnante si on la compare a`
celle de Vie`te. Mais sa convergence est lente. Rappelons qu’une se´rie de la
forme
S = a0 − a1 + a2 − a3 + · · ·
avec an ≥ 0 est une se´rie alterne´e. Supposons que an ≥ an+1 pour tout n ≥ 0
et que an → 0 lorsque n croit. Dans ce cas, la se´rie alterne´e converge. En
effet, conside´rons les sommes partielles
Sn = a0 − a1 + a2 − · · ·+ (−1)nan.
On a
Sn − Sn+2 =
(an − an+1) ≥ 0 si n est pair−(an − an+1) ≤ 0 si n est impair
Par suite,
S1 ≤ S3 ≤ S5 ≤ · · · ≤ S4 ≤ S2 ≤ S0.
Comme la diffe´rence S2n−S2n+1 = a2n+1 tend vers 0, on voit que les sommes
partielles Sn s’approchent d’une limite S :
S1 ≤ S3 ≤ S5 ≤ · · · ≤ S ≤ · · · ≤ S4 ≤ S2 ≤ S0.
De plus, l’erreur | Sn − S | est infe´rieure a` la diffe´rence | Sn − Sn+1 |= an+1.
Cela montre que l’erreur | Sn − S | est toujours infe´rieure au premier terme
ne´glige´ en valeur absolu. Si Sn de´signe la somme des n premiers termes de la
se´rie de Leibnitz, alors on a
| 4Sn − pi |≤ 4
2n+ 3
puisque l’erreur est infe´rieure au premier terme ne´glige´ en valeur absolu. Pour
que cette erreur soit < 10−N il faudrait prendre n ≥ 2 · 10N . Par exemple, il
faudrait additionner plus de 20 000 termes pour calculer pi avec 4 de´cimales
exactes, et plus de 2 000 000 pour avoir 6 de´cimales exactes.
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
12 Le calcul du nombre pi
Leibnitz Newton
5 Newton
C’est en e´tudiant attentivement les travaux de Wallis en 1665 que Newton
de´couvre la formule du binoˆme :
(1 + x)α =
∞∑
n=0
(
α
n
)
xn =
∞∑
n=0
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)x
n
n!
. | x |< 1.
La formule est valable pour un exposant α fractionnaire ou ne´gatif si | x |< 1.
En changeant le signe de α et de x on obtient la formule
1
(1− x)α =
∞∑
n=0
α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)x
n
n!
C’est par un raisonnement ge´ome´trique que Newton trouve en 1669 que
d
dx
arcsin(x) =
1√
1− x2 .
Il utilise alors la formule du binoˆme pour de´velopper le membre de droite en
se´rie :
1√
1− x2 =
∞∑
n=0
(
1
2
)(
1
2
+ 1
)(
1
2
+ 2
)
· · ·
(
1
2
+ n− 1
)
x2n
n!
=
∞∑
n=0
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)
2 · 4 · 6 · · · 2n x
2n.
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En inte´grant cette se´rie terme a` terme il obtient que
arcsin(x) =
∞∑
n=0
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)
2 · 4 · 6 · · · 2n ·
x2n+1
2n+ 1
.
Il est important de noter que c’est seulement ensuite que Newton trouve le
de´veloppement
sinx = x− x
3
3!
+
x5
5!
− · · ·
en inversant la se´rie de arcsin(x). En 1676( ?) Newton entretient une corres-
pondance avec Leibniz. Il substitue x = 1/2 dans la se´rie de arcsinx pour
obtenir
pi
6
= arcsin
1
2
=
1
2
+
1
2
· 1
3 · 23 +
1 · 3
2 · 4 ·
1
5 · 25 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 ·
1
7 · 27 + · · · .
Cette se´rie converge assez rapidement car son terme de rang n est < 4−n.
Mais son terme ge´ne´ral est complique´. Newton calcula 15 de´cimales de pi
avant d’abandonner.
En 1690, A. Sharp (1651-1742) utilise la se´rie
pi
6
= arctan
√
3
3
=
√
3
3
1− 1
3 · 3 +
1
5 · 32 −
1
7 · 33 +
1
9 · 34 − · · ·

pour calculer pi a` 72 de´cimales exactes.
6 John Machin
En 1706 John Machin (1680-1752) de´couvre la relation
pi
4
= 4 arctan
1
5
− arctan 1
239
.
Elle permet d’acce´le´rer grandement la convergence de la se´rie de Gregory-
Leibniz pour calculer pi. La relation est une conse´quence de l’identite´
tan(θ + ψ) =
tan(θ) + tan(ψ)
1− tan(θ) tan(ψ) .
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
14 Le calcul du nombre pi
Si on pose tan θ = 1/5 on obtient que
tan(2θ) =
2 tan θ
1− tan2 θ =
5
12
tan(4θ) =
2 tan(2θ)
1− tan2(2θ) =
120
119
Cette dernie`re quantite´ est le´ge`rement supe´rieure a` 1. Cela signifie que 4θ est
le´ge`rement supe´rieur a` pi/4. On a
tan
(
4θ − pi
4
)
=
tan(4θ)− tan(pi
4
)
1 + tan(4θ) tan(pi
4
)
=
120
119
− 1
1 + 120
119
=
1
239
.
Cela de´montre la formule de Machin. Cette fois, il suffit d’additionner 70
termes de la premie`re se´rie et 20 termes de la seconde pour calculer pi avec
100 de´cimales exactes. C’est ce que fit John Machin en 1706 :
16 · arctan 1
5
= 3.1583289575980921339207962431166446951613616
6060563362428302304385654351965190057172316
524859660870580205 . . .
−4 · arctan 1
239
= 0.0167363040082988954581528598371418109641922
6123052780330807845154872711336569157309513
042325449163781990 . . .
pi = 3.1415926535897932384626433832795028841971693
9937510582097494459230781640628620899862803
482534211706798215 . . .
La course aux de´cimales de pi e´tait bien lance´e. En 1719, F. de Lagny calcule
127 de´cimales de pi en utilisant la se´rie de Gregory-Leibniz. La course ne
connaˆıtra pas de repos avant le milieu du 19e sie`cle. Avant de parler de
ces de´veloppements, nous allons discuter d’une contribution d’Euler dont la
valeur est surtout de nature the´orique.
7 Euler
C’est en 1736 qu’Euler (1707-1783) parvint a` sommer les inverses des
carre´s :
pi2
6
= 1 +
1
22
+
1
32
+
1
42
+ · · · .
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Sa me´thode est nouvelle. Il commence par noter que si x1, . . . , xn sont les
racines d’un polynoˆme
p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anxn
avec a0 6= 0 alors on a
p(x) = a0
(
1− x
x1
)(
1− x
x2
)
· · ·
(
1− x
xn
)
.
En effet, pour le voir il suffit de diviser le produit
p(x) = an(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)
par a0 = p(0) = an(−x1)(−x2) · · · (−xn). On obtient que
p(x)
a0
=
an(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)
an (−x1) (−x2) · · · (−xn) =
(
1− x
x1
)(
1− x
x2
)
· · ·
(
1− x
xn
)
.
La formule n’est valable qui si a0 6= 0. Toutefois,
L. Euler
si a0 = 0 et a1 = p
′(0) 6= 0 on obtient que
p(x) = a1x
(
1− x
x1
)(
1− x
x2
)
· · ·
(
1− x
xn−1
)
.
ou` x1, . . . , xn−1 sont les racines non nulles de p(x).
Rappelons qu’un polynoˆme p(x) est dit pair s’il ve´-
rifie p(x) = p(−x), et qu’il est dit impair si p(x) =
−p(−x). Un polynoˆme p(x) est pair si, et seulement
si, il ne contient que des monoˆmes de degre´ pair,
et il est impair si et seulement si il ne contient que
des monoˆmes de degre´ impair. Si a est racine d’un
polynoˆme p(x) pair (resp. impair) alors −a est aussi racine de p(x). Dans ce
cas on peut regrouper les facteurs(
1− x
a
)(
1 +
x
a
)
=
(
1− x
2
a2
)
.
Si x1,−x1, . . . , xn,−xn sont les racines d’un polynoˆme pair p(x) de degre´ 2n
avec a0 = p(0) 6= 0 alors obtient une factorisation
p(x) = a0
(
1− x
2
x21
)(
1− x
2
x22
)
· · ·
(
1− x
2
x2n
)
.
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
16 Le calcul du nombre pi
Si 0, x1,−x1, . . . , xn,−xn sont les racines d’un polynoˆme impair p(x) de degre´
2n+ 1 avec a1 = p
′(0) 6= 0, alors on obtient une factorisation
p(x) = a1x
(
1− x
2
x21
)(
1− x
2
x22
)
· · ·
(
1− x
2
x2n
)
.
L’ide´e d’Euler est de traiter les fonctions cos(x) et sin(x) comme des po-
lynoˆmes (de degre´ infini) ! La fonction sin(x) s’annule en x = ±npi (n ≥ 0).
C’est un fonction impaire et a1 = 1 comme le montre le de´veloppement de
Taylor
sin(x) = x− x
3
3!
+ · · · .
Euler en de´duit que l’on a
sin(x) = x
(
1− x
2
pi2
)(
1− x
2
22pi2
)(
1− x
2
32pi2
)
· · · .
De meˆme, la fonction cos(x) s’annule pour x = ±(2n+ 1)pi/2 (n ≥ 0). C’est
une fonction paire et a0 = cos(0) = 1. Euler en de´duit que l’on a
cos(x) =
(
1− 4x
2
pi2
)(
1− 4x
2
32pi2
)(
1− 4x
2
52pi2
)
· · · .
La justesse du raisonnement d’Euler fut conteste´e a` son e´poque. Euler re´pond
a` ses critiques en fournissant une preuve plus rigoureuse dans son Introductio
analysin infinitorium de 1748. Nous en verrons une de´monstration. Mais
auparavant, tirons-en quelques conse´quences. Il est souvent commode d’e´crire
les formules d’Euler comme suit :
sin(pix)
pix
=
(
1− x
2
12
)(
1− x
2
22
)(
1− x
2
32
)
· · · .
cos
(
pix
2
)
=
(
1− x
2
12
)(
1− x
2
32
)(
1− x
2
52
)
· · · .
Si on substitue x = 1/2 dans la premie`re, on obtient
2
pi
=
(
1− 1
22
)(
1− 1
42
)(
1− 1
62
)
· · · .
C’est la formule de Wallis ! Si on e´galise les coefficients de x2 de chaque
membre de l’e´galite´
1− pi
2x2
3!
+
pi4x4
5!
− pi
6x6
7!
· · · =
(
1− x
2
12
)(
1− x
2
22
)(
1− x
2
32
)
· · ·
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on obtient la somme des inverses des carre´s :
pi2
3!
=
1
12
+
1
22
+
1
32
+ · · · .
En comparant les coefficients de x2n pour chaque n, Euler obtient une infinite´
d’identite´s semblables. Pour y voir clair, il est bon de transformer le produit
en somme en prenant le logarithme. Il est plus simple de prendre la de´rive´e
du logarithme. Si f(x) est une fonction, on dit que la fonction
d
dx
ln f(x) =
f ′(x)
f(x)
est la de´rive´e logarithmique de f(x) ; nous la de´noterons Df(x). On ve´rifie
que la de´rive´e logarithmique du produit de deux fonctions est e´gale a` la
somme de leur de´rive´e logarithmique :
D(f(x)g(x)) = Df(x) +Dg(x).
C’est vrai plus ge´ne´ralement pour un produit de n fonctions :
D(f1(x) · · · fn(x)) = Df1(x) + · · ·+Dfn(x).
Supposons que c’est e´galement vrai pour le produit (infini)
sin(pix)
pix
=
(
1− x
2
12
)(
1− x
2
22
)(
1− x
2
32
)
· · · .
En prenant la de´rive´ logarithmique de chaque membre on obtient que
pi cot(pix)− 1
x
=
−2x
12 − x2 +
−2x
22 − x2 +
−2x
32 − x2 + · · · .
Par suite,
pix cot(pix) = 1− 2
 x2
12 − x2 +
x2
22 − x2 +
x2
32 − x2 + · · ·

Remarquer que
x2
n2 − x2 =
x2
n2
· 1
1− x2
n2
=
x2
n2
+
x4
n4
+
x6
n6
+ · · · .
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
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Par suite,
pix cot(pix) = 1− 2
(x2 + x4 + x6 + · · ·)+ (x2
22
+
x4
24
+
x6
26
+ · · ·
)
+
(
x2
32
+
x4
34
+
x6
36
+ · · ·
)
+ · · ·

= 1− 2
(x2 + x2
22
+
x2
32
+ · · ·
)
+
(
x4 +
x4
24
+
x4
34
+ · · ·
)
+
(
x6 +
x6
26
+
x6
36
+ · · ·
)
+ · · ·

= 1− 2
(1 + x2
22
+
1
32
+ · · ·
)
x2 +
(
1 +
1
24
+
1
34
+ · · ·
)
x4
+
(
1 +
1
26
+
1
36
+ · · ·
)
x6 + · · ·

Pour tout n ≥ 2, posons
ζ(n) =
1
1n
+
1
2n
+
1
3n
+ · · · .
Nous avons montre´ que
pix cot(pix) = 1− 2
(
ζ(2)x2 + ζ(4)x4 + ζ(6)x6 + · · ·
)
.
Pour obtenir la valeur de ζ(2n) il suffit de calculer les coefficients du de´ve-
loppement en se´rie de la fonction g(x) = x cot(x). Comme g(x) est une
fonction paire on peut poser
g(x) = 1− c2x2 − c4x4 − c6x5 − · · · .
La relation cosx = cot(x) sin(x) entraˆıne que
1− x
2
2!
+
x4
4!
− x
6
6!
+· · · =
(
1−c2x2−c4x4−c6x6−· · ·
)(
1− x
2
3!
+
x4
5!
− x
6
7!
+· · ·
)
.
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En e´galant les coefficients de x2n de chaque membre, on obtient les e´quations
suivantes :
1
2!
= c2 +
1
3!
1
4!
= −c4 + c2
3!
+
1
5!
1
6!
= c6 − c4
3!
+
c2
5!
+
1
7!
1
8!
= −c8 + c6
3!
− c4
5!
+
c2
7!
+
1
9!
· · · · · ·
On peut re´soudre ces e´quations successivement pour obtenir les valeurs de
c2, c4, . . . On obtient,
c2 =
1
3
, c4 =
1
45
c6 =
2
945
, c8 =
1
4725
, c10 =
2
93555
, c12 =
1382
638512875
.
De la relation
g(pix) = pix cot(pix) = 1− 2
(
ζ(2)x2 + ζ(4)x4 + ζ(6)x6 + · · ·
)
on tire que
ζ(2n) =
pi2n
2
c2n.
Admirons les re´sultats d’Euler :
pi2
2 · 3 =
1
12
+
1
22
+
1
32
+
1
42
+ · · ·
pi4
2 · 32 · 5 =
1
14
+
1
24
+
1
34
+
1
44
+ · · ·
pi6
33 · 5 · 7 =
1
16
+
1
26
+
1
36
+
1
46
+ · · ·
pi8
2 · 33 · 52 · 7 =
1
18
+
1
28
+
1
38
+
1
48
+ · · ·
pi10
33 · 5 · 7 · 11 =
1
110
+
1
210
+
1
310
+
1
410
+ · · ·
691 · pi12
36 · 53 · 72 · 11 · 13 =
1
112
+
1
212
+
1
312
+
1
412
+ · · ·
· · · · · ·
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
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figura 1
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On peut de´montrer que les coefficients du de´veloppement en se´rie de la
fonction cotangente s’expriment en terme des nombres de Bernoulli. La valeur
de la se´rie ζ(n) pour n impair demeure inconnue. Euler a calcule´ ζ(3) jusqu’a`
plus de 15 de´cimales sans pouvoir l’exprimer avec des constantes connues.
Toutefois, Apery a de´montre´ re´cemment que ζ(3) est un nombre irrationnel.
Dans ce qui suit, nous allons e´tablir le de´veloppements en produit d’Euler
des fonctions sinx et cosx. Pour cela, nous utiliserons les polynoˆmes de Che-
byshev Tn(x). Par de´finition, Tn(x) est un polynoˆme de degre´ n pour lequel
on a identiquement
cos(nθ) = Tn(cos θ).
Par exemple, on a cos(2θ) = 2 cos2 θ−1, ce qui signifie que T2(x) = 2x2−1. Il
est facile d’obtenir une expression pour Tn(x). En effet, cos(nθ) est la partie
re´elle de
(cos θ + i sin θ)n =
n∑
k=0
ik
(
n
k
)
sinkθ cosn−kθ
Par suite,
cos(nθ) =
[n/2]∑
k=0
(−1)k
(
n
2k
)
sin2k θ cosn−2k θ
=
[n/2]∑
k=0
(−1)k
(
n
2k
)
(1− cos2 θ)k cosn−2k θ.
Cela montre que
Tn(x) =
[n/2]∑
k=0
(
n
2k
)
(x2 − 1)k xn−2k.
Le coefficient de xn dans Tn(x) est
[n/2]∑
k=0
(
n
2k
)
= 2n−1 si n > 0
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On trouve que
T0(x) = 1
T1(x) = x
T2(x) = 2x
2 − 1
T3(x) = 4x
3 − 3x
T4(x) = 8x
4 − 8x2 + 1
T5(x) = 16x
5 − 20x3 + 5x
T6(x) = 32x
6 − 48x4 + 18x2 − 1
T7(x) = 64x
7 − 112x5 + 56x3 − 7x
T8(x) = 128x
8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1
T9(x) = 256x
9 − 576x7 + 432x5 − 120x3 + 9x
T10(x) = 512x
10 − 1280x8 + 1120x6 − 400x4 + 50x2 − 1.
Lemme 1 On a Tn(−x) = (−1)nTn(x).
Preuve : Si on substitue − cos θ = cos(θ + pi) dans Tn(x) on obtient
Tn(− cos θ) = Tn(cos(θ + pi)) = cos(nθ + npi) = (−1)n cos(nθ)
= (−1)nTn(cos θ).
Le polynoˆme Tn(x) est donc pair si n est pair, et impair si n est impair.
Lemme 2 Pour tout n ≥ 1, on a
Tn(sin θ) =
(−1)k cos(nθ) si n = 2k(−1)k sin(nθ) si n = 2k + 1
Preuve : Si on substitue sin θ = cos(pi
2
− θ) dans Tn(x) on obtient
Tn(sin θ) = Tn(cos(
pi
2
−θ)) = cos(npi
2
−nθ) =
(−1)k cos(nθ) si n = 2k(−1)k sin(nθ) si n = 2k + 1
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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Lemme 3 Pour tout entier k posons xk = sin
(2k−1)pi
4n
et yk = sin
kpi
2n+1
. Alors
on a
(−1)nT2n(x) =
n∏
k=1
1− x2
x2k
 et (−1)nT2n+1(x)
2n+ 1
= x
n∏
k=1
1− x2
y2k

Preuve : Le polynoˆme T2n(x) est pair de degre´ 2n. Les 2n nombres
x1, · · · , xn,−x1, · · · ,−xn
sont des racines de T2n(x) car on a
T2n(xk) = (−1)n cos((2k − 1)pi
2
) = 0.
d’apre`s le lemme 2. Le polynoˆme T2n(x) ne peut avoir d’autres racines car il
est de degre´ 2n. Le terme constant de T2n(x) est e´gal a` (−1)n car
T2n(0) = T2n(sin(0)) = (−1)n cos 0 = (−1)n.
Par suite,
T2n(x) = (−1)n
(
1− x
2
x21
)(
1− x
2
x22
)
· · ·
(
1− x
2
x2n
)
.
Le polynoˆme T2n+1(x) est impair de degre´ 2n+ 1. Les 2n+ 1 nombres
0, y1, · · · , yn,−y1, · · · ,−yn
sont des racines de T2n+1(x) car on a
T2n+1(yk) = (−1)n sin(kpi) = 0.
d’apre`s le lemme 2. Le polynoˆme T2n+1(x) ne peut avoir d’autres racines car
il est de degre´ 2n + 1. Le coefficient de x dans T2n+1(x) est e´gal a` T
′
2n+1(0).
Mais on a
d
dθ
T2n+1(sin θ) = T
′
2n+1(sin θ) cos θ = (−1)n(2n+ 1) cos
(
(2n+ 1)θ
)
d’apre`s le lemme 2. Si on pose θ = 0 dans cette identite´, on obtient que
T ′2n+1(0) = (−1)n(2n+ 1). Par suite,
(−1)nT2n+1(x)
2n+ 1
= x
(
1− x
2
y21
)(
1− x
2
y22
)
· · ·
(
1− x
2
y2n
)
.
Andre´ Joyal 23
The´ore`me 4 (Euler) On a
cos θ =
∞∏
n=1
(
1− 4θ
2
(2n− 1)2pi2
)
sin θ = θ
∞∏
n=1
(
1− θ
2
n2pi2
)
.
Preuve : De´montrons la seconde formule. Pour tout n ≥ 0 on a
sin θ = (−1)nT2n+1(sin( θ
2n+ 1
))
d’apre`s le lemme 2. Par suite, le lemme 3 donne
sin θ = (2n+ 1) sin(
θ
2n+ 1
)
n∏
k=1
1− sin2( θ2n+1)
sin2
(
kpi
2n+1
)

Nous allons prendre la limite de l’expression de droite lorsque n→∞. Il est
facile de voir en utilisant le the´ore`me de Rolle que
lim
n→∞ (2n+ 1) sin(
θ
2n+ 1
) = θ.
Par suite,
lim
n→∞
sin( θ
2n+1
)
sin
(
kpi
2n+1
) = θ
kpi
.
Remarque : Notre de´monstration du the´ore`me n’est pas comple`tement rigou-
reuse car la limite d’un produit infini (ou illimite´) n’est pas force´ment e´gale
au produit des limites des facteurs. On peut la rendre tout a` fait rigoureuse
en utilisant le the´ore`me de convergence borne´e.
Revenons a` la course aux de´cimales de pi. En 1789, G. von Vega en calcula
136 de´cimales en utilisant une formule d’Euler
pi
4
= 5 arctan
1
7
− 2 arctan 3
79
.
En 1844 le calculateur prodige Z. Dashe obtint 200 de´cimales avec une for-
mule de Strassnitzky :
pi
4
= arctan
1
2
+ arctan
1
5
+ arctan
1
8
.
MAT 2
MATerials MATema`tics
Volum 2006, treball no. 1, 14 pp.
Publicacio´ electro`nica de divulgacio´ del Departament de Matema`tiques
de la Universitat Auto`noma de Barcelona
www.mat.uab.cat/matmat
Trigonometria esfe`rica i hiperbo`lica
Joan Girbau
L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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En 1847, l’astronome T. Clausen obtint 248 de´cimales avec la formule de
Machin. En 1853, W. Rutheford en obtint 400 avec une formule d’Euler.
En 1855 Richter en calcule 500. A` partir du milieu du 19e sie`cle la course
aux de´cimales de pi entre dans une pe´riode de tranquillite´ qui durera environ
un sie`cle. Comme si les de´couvertes mathe´matiques des sie`cles pre´ce´dents
avaient de´ja` e´te´ exploite´es aux maximum. La course reprendra au milieu du
20e sie`cle avec l’apparition des ordinateurs. En 1962, D. Shanks and J. W.
Wrench obtiennent 100 000 de´cimales en utilisant une formule de Stormer :
pi
4
= 6 arctan
1
8
+ 2 arctan
1
57
+ arctan
1
239
.
En 1974, J. Guilloud et M. Bouyer obtiennent 1 million de de´cimales en
utilisant une formule de Gauss
pi
64
=
3
4
arctan
1
18
+
1
2
arctan
1
57
− 5
16
arctan
1
239
.
En 1976, Eugene Salamin et Richard Brent rede´couvrent inde´pendamment
une formule non publie´e de Gauss :
M
(
1,
1√
2
)2
=
pi
2
1
2
−
∞∑
n=1
2n(an − an−1)2
.
Elle permet de calculer pi en calculant une moyenne arithme´tico-ge´ome´trique
de Gauss. Je rappelle que la moyenne arithme´tico-ge´ome´trique M(a, b) de
deux nombres a, b > 0 est la limite commune des suites (an) et (bn) obtenues
en posant
a0 = a b0 = b
an+1 =
an + bn
2
bn+1 =
√
anbn
La convergence est quadratique, ce qui signifie que le nombre de de´cimales
exactes est double´ a` chaque ite´ration. Avec 40 ite´rations on peut obtenir
the´oriquement 240 ' 1012 = mille milliards de de´cimales exactes de M(a, b).
Bien suˆr, il faut pouvoir multiplier des nombres de plusieurs milliards de
de´cimales. C’est devenu possible avec l’usage de la transforme´e de Fourier
rapide en analyse nume´rique. La formule de Brent-Salamin-Gauss permet
de calculer pi en calculant M(1, 1√
2
). En 1982, elle sera utilise´e par Tamura
pour calculer plus de 2 millions de de´cimales de pi, et par Tamura et Kanada
en 1989 pour en calculer plus de 1 milliard. En 1999, Takahashi et Kanada
parviennent a` calculer plus de 200 milliards de de´cimales de pi.
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8 Simon Plouffe
En 1995, Simon Plouffe et les fre`res Peter et Jonathan Borwein font une
annonce surprenante. Ils affirment pouvoir calculer les bits de pi individuel-
lement, sans devoir calculer les bits qui pre´ce`dent. A` l’e´poque, les chercheurs
savaient de´ja` calculer individuellement les bits de log 2 graˆce a` la se´rie
log 2 =
∞∑
n=1
1
n
· 1
2n
.
Voici comment. Le bit de rang l + 1 d’un nombre 0 < x < 1 est le premier
bit de la partie fractionnaire du produit 2l × x. Pour calculer le bit de rang
l + 1 de log 2 on calcule 2l log 2 modulo 1 avec la se´rie
2l log 2 =
l∑
n=1
1
n
· 2l−n +
∞∑
n=l+1
1
n
· 1
2n−l
≡
l∑
n=1
2l−nmod n
n
+
∞∑
n=l+1
1
n
· 1
2n−l
modulo 1
L’e´conomie de calcul provient de la re´duction modulo n. Il existe des al-
gorithmes permettant de calculer efficacement une exponentielle modulo n.
Pour le cas de pi, il faut disposer d’une se´rie approprie´e. C’est la formule que
trouve Simon Plouffe en utilisant un ordinateur :
pi =
∞∑
n=0
1
16n
 4
8n+ 1
− 2
8n+ 4
− 1
8n+ 5
− 1
8n+ 6
.
C’est une formule remarquable qui semble avoir e´chappe´ a` Euler, Gauss et
Ramanujan ! Sa de´monstration est e´le´mentaire. Remarquons d’abord que
16
16− x8 =
1
1− x8
16
=
∞∑
n=0
x8n
16n
.
Par suite, ∫ 1
0
16xk
16− x8 dx =
∞∑
n=0
1
16n(8n+ k + 1)
et
16
∫ 1
0
x5 + x4 + 2x3 − 4
x8 − 16 dx =
∞∑
n=0
1
16n
 4
8n+ 1
− 2
8n+ 4
− 1
8n+ 5
− 1
8n+ 6
.
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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Pour calculer l’inte´grale, on utilise les fractions partielles. Remarquer les
factorisations
x8 − 16 = (x2 − 2)(x2 + 2)(x2 − 2x+ 2)(x2 + 2x+ 2),
x5 + x4 + 2x3 − 4 = (x− 1)(x2 + 2)(x2 + 2x+ 2).
Par suite,
x5 + x4 + 2x3 − 4
x8 − 16 =
x− 1
(x2 − 2)(x2 − 2x+ 2) =
1
4
 x
x2 − 2 −
x− 2
x2 − 2x+ 2
.
Il vient
8
∫ 1
0
x5 + x4 + 2x3 − 4
x8 − 16 dx =
∫ 1
0
2x dx
x2 − 2 −
∫ 1
0
2x− 4
x2 − 2x+ 2 dx
=
∫ 1
0
2x dx
x2 − 2 −
∫ 1
0
(2x− 2) dx
x2 − 2x+ 2 + 2
∫ 1
0
dx
(x− 1)2 + 1
= log
2− x2
x2 − 2x+ 2
]1
0
+ 2arctan(x− 1)
]1
0
=
pi
2
.
9 E´pilogue
Le calcul du nombre pi est-il aujourd’hui plus qu’un amusement ? On peut
le soutenir, car tout nouveau progre`s dans le calcul de pi de´pend d’une avance´e
dans nos connaissances. On aurait de´tecte´ des erreurs dans la construction
physique de certains ordinateurs en faisant tourner des programmes pour
calculer pi. Mais le propre de la science est de chercher a` connaitre sans trop se
soucier des applications. L’histoire des sciences a montre´ que les applications
suivront bien un jour, peut-eˆtre beaucoup plus tard. Il parait raisonnable de
penser que les intelligences extra-terrestres connaissent pi, sous une forme ou
une autre. Le nombre pi sera-t-il toujours un myste`re ?
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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